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Introduction
 


              

            

          

           

          

           

      

         

           

              

        

    

            

         

        

          

          

         

     

          

            

           

           

        

          

          

        
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Vector spaces and linear mappings

 

   


          

           

          

              

              

   

         

             

          

           

          

           

           

          

           

            

           


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Vector spaces and linear mappings
       

        

          

              

          

   

         

           

          

         

           

            

      



      

             

             

           



     

       

   

      
               

         
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Vector spaces and linear mappings
      

       

          

       

          

      

            
            
 

             

          

            

               

         
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Vector spaces and linear mappings
       

               

               

  


































  

  



  




        

  






























   

             

 

               

                

 

      


       

   


          
             

             
              
      

            
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Vector spaces and linear mappings
      

               

 

  

                 
                   

             

          

             

                

            

                      

           

     

                 

      

            

             

            

                

           

              

              

               

   
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Vector spaces and linear mappings
       

            

            

  

            

  

                  
  


           

     

       

            



            

        

        

 

                



               
 

               

   

 


              

    

 


 




               

      

                
 

                

            
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Vector spaces and linear mappings
      

            



               

                  

 


 
            

      

 






                 



           

           

         
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Vector spaces and linear mappings
       

               

        


   

        

         

       

                

 

          

            

 

     

            

 





        
             



 



    

          

             

               

               

      
              
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Vector spaces and linear mappings
     

               
               

                 

                

             

   

                

              
            

            
            

       

       

             

                 
            

           

   

                 

                

   

 







             
             

             
  
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Vector spaces and linear mappings
       

         

               

             

  

                 

         

 


       









       

             

            

       

              
               





   

           

               
             
             

             

               

 

             

             
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Vector spaces and linear mappings
     

            

             

               

            

            

             

        

        

                
         

  





      

            

              

     
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Vector spaces and linear mappings
       

              

 










  










  













            

  

      

      

      

      

           

    

     

            

       

       

           

 
 
  

               

                 

             


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Vector spaces and linear mappings
     

              

       

  
       

           

  
       

 

        

     

            

 

          

          

            

     

               
                

         







                
                
                  
               
                
  
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Vector spaces and linear mappings
       

          

                
               

              
                 

          

     

                  

     

             

               

  

 





 

                  
 

          

 




  


              

            

    

                 

                 

     
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Vector spaces and linear mappings
     

               

            

 







 







        

   




  


         

             

               

             

          

           

   

               
    


 

      

               

            

 














  














  














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Vector spaces and linear mappings
       

               

            

 







            

         
             

      

            

             

            

          

               

               

            

 

               

    

            

              

         

            

           

   

           
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Vector spaces and linear mappings
     

                 

      
      

    


 
        

              

 





    

                

 

              
            

                 
            

        

              
  

     

                 

      
      

    


 
        

              

 





    

                

 

              
            

                 
            

        

              
  
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Vector spaces and linear mappings
       

                

            

             

                   

           
  

               

            
              

    




    

             

  

 















                 
                  

           
               
                 

          

            

             

           

      

         
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Vector spaces and linear mappings
   

  

          

            

           

             

        

  

   

               

   

            

         

               

               

             

           

             

  

            

              

         

       

                 

                

  



 















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Vector spaces and linear mappings
       

           
              

     
              

              

                

              

               

               

       

             
               

               

              

              

            

            
        

           

             

           
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Vector spaces and linear mappings
   

     

           

       

            

                   



        

           


              

             

 

              
              

   

     

           

       

            

                   



        

           


              

             

 

              
              
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Vector spaces and linear mappings
       

              

              
           

              

         

             

           

         

                

   

         

             
                

            

         

            
      

             


           

               

        
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Vector spaces and linear mappings
   

            

    

              

               

 

             

 

          
 

 





         

  



 














  

          

               







         

      


 
     

              

               

         

             

            

                 

         

          
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Vector spaces and linear mappings
       

            

           

     

              

               


             

               
              
             


        

                  
    

          

       

         

           

       

   

     

            
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Vector spaces and linear mappings
   

             
           
             

            

         

          



             

         

            

   

           

               

 





 

           

           

              
   

 




 




  

 




 


 

            
 
             

          
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Vector spaces and linear mappings
       

              

           
 

   

  





  

            




  

               

        

          

       

              

           
 

   

  





  

            




  

               

        

          
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Vector spaces and linear mappings
     

    

               

         

              

 

        

                   
               

           

        


 
    

  

 
















             

             

             

             

       

     

 















     

            
               
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Vector spaces and linear mappings
       

        

   




   

   

   

   






             
              

             

 

              

              

               

            

   

            

                  

           


 

  

           

   

              
                 


 








  








  









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Vector spaces and linear mappings
     

            

        

        

 


 
         

       















  

          

           

           

                

              

        

       

            

 




   

   

   

   




 




   

   

   

   



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Vector spaces and linear mappings
       

        

 






             

       

         

            

               

  

              

       

               

                 

            

 

           

            

              

           

  
              

          

           

             

 

 



  

  

  



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Vector spaces and linear mappings
     

    

 



 

 

 




               

               

               

   

 













  

          

          

          

     

   

           



   



             

      

                

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Vector spaces and linear mappings
       

     

               
               

              

              

            
            

 

           

     

             
         

              

         

             

                 

               

 









                    

      

           

            

             

            

            

                
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Vector spaces and linear mappings
     

            

              

             

 

                

    

             

           

              

      

            

               

             

             

                  

    

               
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Vector spaces and linear mappings
       

            

          

            

                 

                 

            

              

     

 




   

 

 

 




                 

           
             

          

            

  

            

   
       

 



              

           

           
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Vector spaces and linear mappings
     

             
               



  

  

              

                
                 
            

                  

      

    

         

              

  

               

               

            

              

        

             

          

      
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Vector spaces and linear mappings
       

              

 

 






      

            

      

 



   

 

 

   



      

 



  

  

  




         

  


 

 

 

 

 

 

 

 


               
 
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Vector spaces and linear mappings
     

      

  

 

 

 

 

 

 

 

 


          
 

                

            

          

   
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Vector spaces and linear mappings
       

            

   

   

                

         

   

              

          

 



 

               





           

    

        

        

 



  

  

  




       

  


 

 

 

 

 

 

 

 

  
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Vector spaces and linear mappings
     

    

 







  
  

  




                

         













  

  
  




   

        

                 
               
              
             

                 
              

                

                
        

     

                

                

      
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Vector spaces and linear mappings
       

      

      

          

   



  

  

  


  












            

 










  










  












           

 



  

  

  













 












   

 



  

  

  




           



 







  
  

  



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Vector spaces and linear mappings
     

      

   







  
  

  






  

  

  


  






  

  

  




   







  

  

  






  

  

  


  






  
  

  




         

 







  
  

  













  














            

      

    

                

     

  






            

 

              

    

  
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Vector spaces and linear mappings
       

            

                 

               

       

    

            

       

   



  

  

  


      






  
  

  




         
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Vector spaces and linear mappings
     

   

            

            

            

         

           

             

      

        

              

   

               

  

             

            

   

             



           

              

            
      
              

            

          

        
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Vector spaces and linear mappings
       

            

        

           

       

     

     

           

  

          

             

 

  

        

   




     

    

    

    




          

    

            

         
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Vector spaces and linear mappings
     

            

             

  

    

    

              
         

             

   

 



  

  

  




            

     


  

  

 

 

  

 

  

 


       
    
   

               

  

           
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Vector spaces and linear mappings
       

   
    




  

  

  














 












         

     

  

 












         

 









   












           

             

       

 



  

  

  




      

 



  

  

  



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Vector spaces and linear mappings
     

    

 



  

  

  




 



  

  

  




           

           

            

        
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Vector spaces and linear mappings
       

     

             

    

           

          



  

             

        

            

  

     

           

         

             

    

          

         

            

         

          



   

   

      
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Vector spaces and linear mappings
     

               

   

    

   

              

          

   

  






  
 

                 

             

              



               

          

     

         
         

               
        

    

        

Download free eBooks at bookboon.com



Analysis and Linear Algebra for Finance: Part II

56 

Vector spaces and linear mappings
       

            

    

 








            

             
           

            

   

             

  



            

  

 



   






  

            
             

    

            

         

          

     

             

               

            
       
               

     
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Vector spaces and linear mappings
     

    

       

              

                       

                

           

       

   






            

              

               

              

                

          

          

   

           
 

      

           

        

          
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Vector spaces and linear mappings
       

           

              

                

         



           

                   
           

              

  
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Vector spaces and linear mappings
     

            

  

          

          

           

            

             

        

   

           

            

          



 

           

              

       
        



                

       

     

              

             
   

             

              



                  

 
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Vector spaces and linear mappings
       

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
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x

y °

y

       

              

      

            

            

  

             

       

     

      

            
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Vector spaces and linear mappings
   

         

  

        

             

           

          

             

                

          

          

             

         

  

 

         

          

         

           

            



             

           

            
             
             
                
        
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Vector spaces and linear mappings
       

          

            

         

         

            

                


               

            

           

             

             

              

         

                
               

    

         

           

             

    

   

             

                



         

              

        

 


      
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Vector spaces and linear mappings
   

             

            

          

          

              

          

             

     

         

   
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Vector spaces and linear mappings
       

    

             

              

                 

        

 






              

          

              

            

      

           

     

            

            

              

        

 

     

  

            

    
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Vector spaces and linear mappings
      

               

                 

             

 

     

     

     

             

         

     

              

               

             

                

                 

                  

              

     

          

  

   

              

              

           

Download free eBooks at bookboon.com



Analysis and Linear Algebra for Finance: Part II

66 

Vector spaces and linear mappings
       

          

           

           

      

   

                

                    

 




   

     

                

    

              



         

    

          

            

            

               

            

               

             

 
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Vector spaces and linear mappings
      
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           

             

       

      

            

             

         

            

         

 

             

           

            

             

           

        

      

              

          

            

                
                   
        
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Vector spaces and linear mappings
       

         

    

             

         
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
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

   
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Vector spaces and linear mappings
      

            

              

            

            

              

 

         

  

            

         

               

            

       

   

            

  

           

                

             

 





  

                     

  




   
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Vector spaces and linear mappings
       

  



       

     




   

          

         

           

           

         

 

  

 











  

             
 


              

            

             

      


 

           

             

   




  

 


             

               

    




 


  
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Vector spaces and linear mappings
      

          

 


  






           

         

             

             
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Vector spaces and linear mappings

      

          

 


  






           

         

             

             
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Functions of several variables

 

   

        

            

              

             

          

           

            

            

        

            

          

              

             

             

          

         

        

         

          


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Functions of several variables
      

          



  

            

             

              

              

              

             

           

             

               

            

               

                



           

          

           



    

              
  

            


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   

                    



             

        

             

           

           

            

             

               
               

          

          
        

  


  

    
 

         

           

           

         

  

  






  
 

                 

           

               
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      

     

        

           

                  

 

    

              

                

             


      

     

        

           

                  

 

    

              

                

             

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   

     

        

           

          

              

          

           

              

   

 




 

  

  


 

            

            

          

          

        

    


   

         

 





  






               

         

      

             



 


  


   



             

          

             
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      

           

              

            

            

           

           

          

          

            

              

           

              

               

           

           

           

  



 


            

         

     

               
            

             

     

          
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Functions of several variables
   

          



           

               

               

           

             
                

              

             

     

           

                

     

   

                 

        

   

          

              

              

               
       

        

               

            
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Functions of several variables
      

G

     

              

         

        

           

             

             

             

          

      

 


 



     





 







 

               
  

         

                
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   

      

               

                

      

              

 

      
         

  

                

     

                

              
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Functions of several variables
      

           

              
 

                  

     

             



                

       

        


    



             

              

              

                

           

               

            

            

      

               

            



                 
              
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   

                

         

          

            

             

 

  


    

 

              

            

              

        

              
                 

             

            

     

    

               
            

          

        

               

        

                 
                
 
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Functions of several variables
      

                



              

             

            
    

   

        

                

          

          

            



   

                 

                   

            




  

            

               


                
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Functions of several variables
    

   

  





  




  

            

              

            

 

          




    

            

               

             

    




  
  

            
            

         

  

            

              
      

   


   



          

                
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Functions of several variables
      

            

            

          

             

        




  

    


 



   

   



            

              
               
    

    

  


  




      

   


    



 


  

    


 









              

            
   

           

        

              



     


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Functions of several variables
    

             




 












 









    

 






  

   


     


 

              

   

     

   





       

   

 



 









   

        




     

       

     

      

   









 









     

        
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Functions of several variables
      

            

 
















           
             

  
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Functions of several variables
    

    

          

              

 

          



          

         




     

















                

         

          

    

     

     

   


 







   




   

   


 






  





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Functions of several variables
      






                

     

             

             

       



                

            

           

             

       

  




  



  




           

            

         

         

             

           

                

  

              
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Functions of several variables
    

            

    








   

    

             

               

             

   

          

         

           

         

   

               

               



 









      

           

  

    

          

          

    
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Functions of several variables
      

              

            

                

            

               

           
  



  



        

             

            

              

    

      

      

     

 



  

                 

      

      

  

 




            

                
                

              

               

              

            

                  
      
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Functions of several variables
    

               




 




  

      

    

           

       

              

            

             
             

             

      

 

 





            

              

              

      

            

 

             

           

        

         
     


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Functions of several variables
      

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.5

1

1.5

2

       

      







 


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Functions of several variables
    

            

     

 







 










  









 







  









    



            

   

        

               

          

 



  






             

             

    

               

                 

 

          

            

 

            

 

      
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Functions of several variables
      

     

              

1 1.5 2 2.5 31 1.5 2 2.5 3
-10

-5

0

5

10

         

               

 

              

            

         

             

              

     

     
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Functions of several variables
    

              

               

           



               
          

       

       



     




 

            
                

   

            

        

              

      

        

                

         

              

              

          
    

  

 
 











 


  








       

            
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Functions of several variables
      

    
  




 






           

            

 



 






        

             



  


         

         

          

   
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Functions of several variables
    

            

 



 




 














 
 







 















 

 


       




  




 
 


   










 















  





 

 
   










 












     


 
 


  



























 







  














 




  

              

                
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Functions of several variables
      

         

  

        

           

          

          



            

               

         



       

            



  

               


          

             

            

                

             

            

     

   

                
              

   




   
















   

  

 


  

 




   



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Functions of several variables
    

  


    
      

               

            

          

         

           

    

       

 

 

          

               

   

              

  

   






  



       




  






  






  






  








  









  








  









  






  






  



        

    



  





 

  





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      

-0.5
-0.4

-0.3
-0.2

-0.1
0

0.1
0.2

0.3
0.4

0.5

-0.5
-0.4

-0.3
-0.2

-0.1
0

0.1
0.2

0.3
0.4

0.5
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

xy

f(x
,y

)

   

          

               

     

          

              

             

       

    

              

               
             

               

              

             
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    

            

               

           

                 

               

            

             

             

           
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By 2020, wind could provide one-tenth of our planet’s 
electricity needs. Already today, SKF’s innovative know-
how is crucial to running a large proportion of the 
world’s wind turbines. 

Up to 25 % of the generating costs relate to mainte-
nance. These can be reduced dramatically thanks to our 
systems for on-line condition monitoring and automatic 
lubrication. We help make it more economical to create 
cleaner, cheaper energy out of thin air. 

By sharing our experience, expertise, and creativity, 
industries can boost performance beyond expectations. 

Therefore we need the best employees who can 
meet this challenge!

The Power of Knowledge Engineering

Brain power

Plug into The Power of Knowledge Engineering. 

Visit us at www.skf.com/knowledge
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Functions of several variables
      

        

               

                   
   

          

              

   

            

      

          

         

        

        

           

         

         

         

            

  

                

       

            

         

     
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Functions of several variables
    

          

           

  

             

            

 



















  






  





 

 

 

 
 




  




          

        

   

 
 




  














 








 





 


 


            

              

            

     
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Functions of several variables
      

    

    

          

          

             

             

                 

        

               

             

              

                

            
    

           

             

            

               

              

              

    

             

  

      
                 

        

 



 





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Functions of several variables
     

  

          

             

          

 


 

             

          

            

               

          

           

           

        
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Functions of several variables
      

      

          

           

              

             

    

  






  

             



          

            

       

         

           

         




 







  






   




 






  


     







   

              
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Functions of several variables
     

             

             

               

          

              

             

   

      
              

             

      




 






             

           

               
   

     

         

           

           

             

             

           

             

     

               

                
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Functions of several variables
      

 

            

            

            

          

 

           

             

          

   

            

   

    


   

         

        

               

            

     

   

   


 




 

                




  






     




  






 



  





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Functions of several variables
     

    


     
           

         

     












            

 

             

           

               

             

                   

          

              

       

    
       




     

  



  








  

            

   

   

              

              

      

     









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Functions of several variables
      

           

      




  



   











 





 




      


      
  

         



    





 


  

      








  
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Optimization without constraints

 

 


           

              

       

             

          

         

          

  

           

         

         

        

            

           
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Optimization without constraints
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Optimization without constraints
  

              

             

                 
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               
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Optimization without constraints
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                    

 

    

              

             

           

              
             

               
               
               

        
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Optimization without constraints
  
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        

            

          

       

             

          

             



              
                 

             

             

           

 

           
           

         

           
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Optimization without constraints
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      

  

    

             

             
           

     

           

              



           

          

          

         
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           

          
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Optimization without constraints
  
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           

            

             

                 
             

             

   

            

              

            

            

      
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Optimization without constraints
     
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      

    

              

             

       

       

          

             
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Optimization without constraints
     

          

           
       

              

    

           

            

               



      

    

              

           

               

            

             

            

               

           

            

            

           

             

                

         
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Optimization without constraints
     

     

          

    

   

         

            

          

      
 




  



              

             

               

             

            

     

          

            

              

            

              

    

     

             

    

               

    

        
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Optimization without constraints
     

         

           

              

         

   

            

            

         

              

         

         

        

            

     

           

     

         

           

              

         

   

            

            

         

              

         

         

        

            

     

           
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Optimization without constraints
     

          

   

          

            

           

               

          

              

          

             

      

            

           

           

          

      

           

          

               

            

              

     

      

   

  



               
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Optimization without constraints
       

-2
0

2

-2

0

2
0

0.5

1

x1x2

f(x
1,

x2
)

         

             

      

       

     

  

              

 

              

                

            

           

         

            

           

           
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Optimization without constraints
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Optimization without constraints
       
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Optimization without constraints
     

     




  




 

             

                

                
              

                

        

         

             

          
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Optimization without constraints
       

            

  

   
  

    

           

              

 

        

 

 

      
       

    
     

      

     
        

         

          

          

   
 


     

  

             

            

       

            

               

   
 

 
 



















          



 

            
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Optimization without constraints
     

          

      

            

    

  


 

 



              
           

   

   

            

          

        

     

              

       

          

          

           

            

     

          

    

         

    

               

             
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Optimization without constraints
     

               

     
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              



          

          

           

            

           

   

    

            

            

           

         

         

             

       
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Optimization without constraints
     

   

               

 

          

               

         

            

             

               
                 

            

         

             

             

                 

         
     



                  

   
  

              



              

           

             

   

         

   
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Optimization without constraints
     

     
   
   
   

   

            

            

            

             

  

    

        

             

              

              

     

   

   

           




     

            

        
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     

          

  




  


           

            

           

    
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Optimization without constraints
     

   

              

          

      

     

              

         

           

         

      

          

   

           

            

  
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     

   

              

          

      

     

              

         

           

         

      

          

   

           

            

  
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Constrained optimization

 

 

          

           

          



           

         

           

             

         

           

      

          

          

          



           

              
                 
                  
         


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Constrained optimization
    

           

     

      



           

           

         

    

  

               
          

           

            

          

 

      




  

    

     
            

                  

         

              

       
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Constrained optimization
  

            

           

   




  

           

           

          

        

           

 


   

          

     

      

           

                  



  



  


  





  


 

      

  










              






















    

 








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Constrained optimization
    

 




 




   




 




   

         

            



    

            

 

       

          

             

              
       

           

               
            
         

    




   

                
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Constrained optimization
  

              




  



 




  




  



 




  




       

              

             

             

           

        

              

               




  



 




  

    

           

           

           
 

             
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            

             

          

              

             

         
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Constrained optimization
    

           

            

      

            

   

 
  




  
  

















 









 









    

 
  






 
































  








 

           



         

           

                

       

       



           

               
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Constrained optimization
    

           




 

       

          

 

    




   

         

          

    
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Constrained optimization
    

   

 

            

    

            

              

   

                

 













        

  
       

          

           

   

      

      

              

              
              

     
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Constrained optimization
    

           

       

         

         

            

         

            

        

        

  

          

           

             

          

          

             

      
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            

 

            
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Constrained optimization
    

           

            

          

           

      

         

      

            
           

  

              

            

 

         

      

            
        

      



            

 

   

          

          

            

           

 
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Constrained optimization
    

               

             

   

             

   

       



  

          

           

           

   

 

       

       



            

           

           

            



           

             

            

           
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Constrained optimization
       

          

  

            

          

            

             

         

  

            

           

          

            

             

          

            

             

              

             
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
  

    

 

            
               
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 
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Constrained optimization
    


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   

               

         
     

         

 


  


   

 










  

         
  

         

             
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Constrained optimization
       

      


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     
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ball
	 closed, 79
	 open, 78
basis, 20
	 change, 45

closed, 79
combination
	 convex, 103
	 linear, 15
curve
	 indifference, 93

derivative
	 partial, 86
determinant, 41, 42
differential, 91
distance
	 metric, 74

eigenspace, 50
eigenvalue, 49
eigenvector, 49
endomorphism, 40

Farkas lemma, 66
form
	 quadratic, 60
formula
	 Taylor, 99
function
	 C1, 86
	 concave, 104
	 continuous, 85

	 convex, 104
	 homogeneous, 109

gradient, 88

Hessian, 97

identity
	 element, 9
implicit function
	 theorem, 109
Implicit function theorem, 106
indifference curve, 93
inner product
	 norm, 56
interior, 79
isomorphism, 28

Lagrangian, 140
	 multiplier, 140
lemma
	 alternative, 66
	 Farkas, 66
limit, 84
linear
	 combination, 15
linear functional, 31

mapping
	 linear, 25
		  compound, 35
		  functional, 32
		  isomorphism, 28
		  kernel, 26
		  matrix, 33
	 quadratic form, 60
marginal rate of substitution, 93
matrix
	 change-of-basis, 45
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	 diagonalizable, 54
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	 eigenvector, 49
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	 principal minor, 41
	 semidefinite, 57
maximum
	 global, 121, 150
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	 global, 150
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multiplier
	 Kuhn-Tucker, 152
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norm, 55
notation
	 Landau, 100
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optimum
	 global, 150
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	 call, 15

polynomial
	 characteristic, 50
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	 Cauchy, 84
	 convergent, 84
set
	 bounded, 83
	 closed, 79
	 closure, 81
	 compact, 83
	 convex, 62, 103
	 dense, 82
	 exterior, 81
	 frontier, 81
	 interior, 81
	 open, 79
solution
	 corner, 116
space
	 Hilbert, 61
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	 metric, 75
		  separable, 82
sum
	 direct, 13
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theorem
	 Euler, 111
	 mean value, 97
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	 orthogonal, 59
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	 rank, 24
	 space, 8
		  basis, 20
		  finite-dimensional, 22
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	 subspace, 11
		  supplementary, 13
	 sum, 12
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	 Hilbert, 61
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